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支持向量机
（ support vector machine，SVM）

第五章 支持向量机
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分类间隔的直观理解

Russia

China
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Russia

China

Which side to move   <- LEFT    or   -
>  RIGHT ?
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 传统统计模式识别
 样本趋向无穷大时，性能才有理论的保证。
 这就是经验风险最小化理论(如人工神经网络)

 统计学习理论（STL）
 研究有限样本情况下的机器学习问题
 SVM 的理论基础就是统计学习理论。

 推广能力:

将学习机器(即预测函数,或称学习函数、学习模
型)对未来输出进行正确预测的能力。

5.1 SVM的理论基础
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 学习机器风险
 经验风险值 + 置信范围值两部分组成
 而基于经验风险最小化准则的学习方法只强调
了训练样本的经验风险最小误差，没有最小化
置信范围值，因此其推广能力较差。

 Vapnik 提出支持向量机(SVM)
 以训练误差(经验风险最小)为约束条件，
 以置信范围值最小化（推广能力）为优化目标

 SVM: 基于结构风险最小化准则的学习方法
 1992—1995年

5.1 SVM的理论基础
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 SVM 的解是全局唯一的最优解

 目标和约束是凸函数

 SVM在解决小样本、非线性及高维模式识别问题
中表现出许多特有的优势

5.1 SVM的理论基础
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 SVM 是从线性可分情况下的最优分类面

方形点和圆形点代表两类样本

 H为分类线, H1, H2分别为过各类中离
分类线最近的样本且平行于分类线的直线,
它们之间的距离叫做分类间隔(margin)。

最优分类超平面（ optimal seperating
hyperplane）

如果一个超平面能够将样本正确分开

且离超平面最近的样本与超平面之间
的距离最大。

两类样本中离分类面最近的样本到分类面
的距离称作分类间隔（margin）。

5.2 最优分类超平面
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为了避免w和b的尺度调整，将上式规范化为：

把两个不等式可以合成一个统一的形式：

就是过两类中各自离分类面最近的样本且与分类面平行的两个边界超平面。

设线性可分的样本集

维空间中的线性判别函数 g(x)  wT x  b , 分类面方程 wT x b  0

所有训练样本都被超平面正确分类，需要满足：

1T
i i

T

w  x  b  0, y 


w  x  b  0, y  1 i i

1T
i i

T

w  x  b 1, y 


w x  b  1, y 1 i i

T
i iy w x  b  1 

这种超平面称为规范化的分类超平面 。 g(x) 1 和 g(x) 1

5.2 最优分类超平面
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特征空间中任意一点x到超平面的距离为

则分类间隔为

过两类样本中离分类面最近的点且平行于最

优超平面的超平面H1和H2上的训练样本，就

是使上式等号成立的样本，也叫支持样本。

w
r  g(x)

如果要求离分类面最近的样本满足：g(x) 1

2 w

2w,b

T
i i

求解最优超平面问题可以表示为：

min 1 w 2

 s.t. y w  x b 1 0 

5.2 最优分类超平面
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这是一个不等式约束的优化问题，可以通过拉格朗日法求解。可以

由于这是一个二次凸规划问题，由于目标函数和约束条件都是凸的

，根据最优化理论，这一问题存在唯一全局最小解。这里，它是满

足KKT条件：

策函数）为：

T T
i i i

w,b 
 b 1

转化为： 1 N

min max L(w,b,)  w w  y w x    
2 i1

* * * y (x
 N

*f (x)  sgng(x)  sgn(w x)  b  sgn  x)  b 
 i1 
 i i i

i是支持向量系数，最优超平面的权重向量等于训练样本以一定的

系数加权后进行线性组合。只有满足优化式等号成立的样本对应的i  

才大于0，其他样本都等于0。求和只对少数支持向量进行。
11

  0 。得到的最优解（最优分类面的决
T

i i i  y w  x b 1  

5.2 最优分类超平面



15

12

样本同时满足。

成立。

线性不可分下的优化的目标函数转换为：

成一方面让分类间隔尽可能的大，另一方面让错分的样本尽可能的

少且错误率尽可能的低。

T
i i 当样本集不是线性可分时，即不等式： y w x  b 1 不能被所有 

iy wT x b 1 0xk i 既定某个样本 不满足不等式，即 

那么总存在一个正数 k，使得

这时，不等式约束变为：

T
i i i y w  x  b 1   0 

T
i i i y w  x  b 1   0 

N

w,b

1 2  

 i1 
min w C i 

2 N

i1
其中， i 是松弛因子，i  越大，错分的样本越多。此时的目标变

5.2 最优分类超平面
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样本空间经过非线性映射后的特征空间



输入空间
特征空间

5.3 支持向量机
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线性情况下最优分类面的决策函数为：

变

成了新空间中的内积

新空间的内积可以记作：

也称为核函数。

* *
i i i y (x

 N
*f (x)  sgng(x) sgn(w*   x)  b  sgn  x)  b 

 i1 


如果我们对x进行非线性变换，记作 z (x) ，则新的空间里构造的支持
向量机决策函数为：

  N 
f (x)  sgng(x) sgn(w z)  b  sgn  y ((x ) (x)) b 

 i1 
 i i i

变换对支持向量机的影响是把两个样本在原特征空间中的内积 (xi x)

(xi ) (x) 。

K(xi , xj )  ((xi ) (xj ))

5.3 支持向量机



19
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从计算角度，不论(x)所生成的变换空间维数有多高，这个空间里

的线性支持矢量机求解都可以在原空间通过核函数 K (xi , xj ) 进行，

这样就避免了高维空间里的计算，而且计算核函数的复杂度与计算

内积并没有实质性增加。

非线性支持矢量机的决策函数可以写为：

 N 

 i1 
根据泛函的有关理论，只要一种核函数满足Mercer条件（矩阵正定

且可以进行相似性度量），它就对应某一变换空间中的内积。因此

，在最优分类面中采用适当的内积函数就可以实现某一非线性变换

后的线性分类。

f (x)  sgn i yiK (xi , x)  b 

5.3 支持向量机
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• SVM通过用内积函数定义的非线性变换

将输入空间变换到一个高维空间，在这

个空间中求最优分类面

• SVM分类计算的形式类似于神经网络，

输出是中间节点的线性组合，每个中间

节点对应一个输入样本与一个支持向量

的内积，因此也被叫做支持向量网络。

 N 

 i1 
f (x)  sgn i yiK (xi , x)  b 

5.3 支持向量机
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 提出
 由Vanpik和他的合作者在90年代提出来；

 特点

 解的唯一性且全局最优解；

 适用于小样本、高维问题，避免了“维数灾
难”问题；

 引入核函数，可处理非线性问题，得到的
分类或回归超平面在特征空间中是线性的。

5.3 支持向量机
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图例：

样本空间经过核映射后的特征空间



输入空间 特征空间

5.3 支持向量机
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在分离超平面上的点x满足

在超平面H1上的点x满足

在超平面H2上的点x满足

1. 线性支持向量机

我们先考虑线性可分的情况。假设我们

有样本：
{(x , y ) | x RN , y{1,1},i1, ,l}

i i i i

wx  b  0

wx  b  1

wx  b  1

5.3 支持向量机
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最优分类超平面

2 / || w|||b | / || w ||

5.3 支持向量机
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 那么对所有线性可分的样本都满足下面的约束



i i

wx i  b 1 yi  1
wx  b 1 y  1

（2）

超平面H1到原点的距离为 |1 b | / || w ||

 超平面H2到原点的距离为 | 1b | / || w ||

 超平面H1和H2之间的距离为2/ || w ||

0r  w0

w

5.3 支持向量机
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 支持向量机算法就是要使得两个超平面H1和H2之

间的距离最大，也就是分离超平面的间隔(margin)

最大，即

i

min || w ||2 / 2

s.t. i

i 1, ,l

y (wTx b) 1

5.3 支持向量机
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 线性不可分情况：如果两个超平面H1和H2之间存

在着样本点的话，上面的优化问题得不到一个好

的分类结果。Vanpik 等(1995年)引入了一组正的

松弛变量，优化问题变为:

不等式约束变为：

线性不可分下的优化的目标函数转换为：

T
i i i y w  x  b 1   0 

2
N

w,b

1  

 i1 
min w C i 

2

5.3 支持向量机
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其中

表示

x X (x)H

T1 1 2 2 n n(x)     x,   x, ,   x,

  T
n nv 

 在样本空间 X 上的线性函数集可以表示为

f (x) wTxb
与样本空间对应的高维特征空间中线性函数集的




n1

f (x) x  b v (x) b

2. 非线性支持向量机
 定义：核映射 

5.3 支持向量机
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那么高维空间表示的是再生核希尔伯特空间

RKHS, reproducing kernel Hilbert space

f (x) RKHS HK

 核映射把低维样本映射到高维空间

 原空间线性不可分 -> 高维空间线性可分

 高维空间决策函数只与核函数和样本集有关，

而不必知道具体的映射 。

5.3 支持向量机
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类似线性支持向量机，我们给出非线性支
持向量机的优化形式：

 原规划：

 约束:

21 l

i1

min || v || Ci

2
T

iy (v (x ) b) 1i

 i 0;

i

i 1,,l

5.3 支持向量机
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 这样线性支持向量机通过简单地引入正定核函数实

现了非线性特性。

 目前常用核函数有

（1）高斯核函数：
i j

2 
 

 || x  x ||2 
K (xi , x j )  exp 

（2）多项式核函数：

（3）Sigmoid函数：

K (xi , x j )  (xi x j ) 1
q

K (xi , x j )  tanhv(xi x j )  c

5.3 支持向量机
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 多类SVM算法

 One-against-all方法

把k类问题分解成k个两类问题 ;

有k个决策函数

 One-against-one方法

把k类问题分解成k(k-1)/2个两类问题; 有k个决

策函数

 其他的整体算法(Weston,Bredensteiner,  和
Guermeur)

5.4 SVM的研究与应用
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 SVM 通过核函数实现到高维空间的非线性映射,
所以适合于解决本质上非线性的分类、回归和
密度函数估计等问题。

 支持向量方法也为样本分析、因子筛选、信息
压缩、知识挖掘和数据修复等提供了新工具。

5.4 SVM的研究与应用
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https://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvm/

5.4 SVM的研究与应用
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End


